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Rezime

Ovaj rad razmatra iznalaženje optimi-
zacije ekonomskih problema kod kojih je neza-
visna varijabla diskretna. Neki takvi problemi 
mogu se reducirati na probleme maksimuma ili 
minimuma funkcija od n-varijabli definisane 
na skupu S u Rn, pri čemu su se za njihovo 
rješavanje upotrebljavale klasične metode ka-
lkulusa. Cilj rada je da se za dinamičko opti-
mizacione probleme sa diskretnim varijablama, 
koji će se razmatrati u ovom radu, navede opći 
metod rješavanja kada upotreba klasičnih meto-
da kalkulusa nije primjenljiva.

Ključne riječi: dinamički modeli, opti-
mizacija, kontrole otvorene i zatvorene petlje, 
kompaktan skup.

Abstract 

This paper discusses finding the opti-
mization of economic problems for which the 
independent variable is discrete. Some such 
problems can be reduced to the problems of 
maximum or minimum functions of n-variables 
defined on the set of S in Rn, where for solving 
them are used the classical calculus methods. 
The aim of work is to state the general method 
of solving for dynamic optimization problems 
with discrete variables, which will be consid-
ered in this paper, when using classical calculus 
methods is not applicable.

Key words: dynamic models, optimiza-
tion, open-loop and closed-loop controls, com-
pact set. 

Uvod

U ovom radu proučavat će se dinamičko 
optimizacioni problemi sa diskretnim vre-
menom kao nezavisno promjenljivom, što znači 
da se vrijeme mjeri brojem cijelih perioda (re-
cimo nedjeljama, kvartalima ili godinama) koji 
polaze od vremena 0. Na taj način govorimo o 
diskretnom vremenu. U ovom slučaju prirodno 
je da se proučavaju dinamički sistemi čija se 

evolucija opisuje diferentnim jednačinama.

Ako je horizont posmatranja problema 
konačan, tada se takvi problemi mogu riješiti, 
u principu, upotrebom klasičnih metoda kalku-
lusa. Međutim, i u opštijim slučajevima postoje 
metode kojima se optimizacioni problemi sa 
diskretnim vremenom kao nezavisnom prom-
jenljivom rješavaju. 

Neka se neki sistem posmatra u vre-
menima t = 0, 1,...,T. Pretpostavimo da je stanje 
sistema u vremenu t označeno realnim brojem 
xt. Npr., xt može označavati količinu žita na za-
lihama u vremenu t. Pretpostavimo da je dato 
početno stanje x0, i da se od tada sistem raz-
vija vremenom pod utjecajem niza kontrola ut 
, koje se mogu birati slobodno iz nekog datog 
skupa U, kojeg zovemo oblast kontrole. Npr., 
ut može označavati mali dio žita koji je uklon-
jen iz zaliha xt za vrijeme perioda t. Ponašanje 
sistema zavisi od kontrola ut i prethodnog stan-
ja sistema. U mnogim slučajevima se evolucija 
sistema opisuje diferentnom jednačinom
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gdje je g data funkcija. Na taj način  
pretpostavljamo da stanje sistema u vremenu  
t+1 eksplicitno zavisi od vremena t, od  stan-
ja xt u prethodnom periodu t i od  vrijednosti 
ut odabrane kontrole u vremenu t.  Takve 
kontrole ut koje zavise samo od  vremena, 
često se zovu kontrole otvorene  petlje.  

Pretpostavimo da smo izabrali  vri-
jednosti za u0, u1, ..., uT-1. Tada iz relacije  (1) 
dobijamo x1 = g(0,x0, u0). Pošto je x1  sada 
poznato, to su poznati x2 = g(1, x1, u1),  x3 = 
g(2, x2, u2), itd. Na ovaj način relacija  (1) može 
nam poslužiti da izračunamo,  sukcesivno ili 
rekurzivno, vrijednosti ili  stanja x1, x2, ..., xT u 
zavisnosti od početnog  stanja, x0 i vrijednosti, 
u0, ... , uT-1 odabranih  kontrola. Svakom izboru 
(u0, u1, ... , uT-1 )  odgovara niz (x1, x2, ... , xT), 
npr. put 1 na  slici 1. Drugi izbor od (u0, u1, ... 
, uT-1 ) daje  drugi put, kao put 2 na istoj slici.  

Sl. 1   
Različiti putevi će obično imati  različitu       

korisnost ili vrijednost. Pretpostavimo da 
imamo funkciju f(t, x, u)  od tri promjenljive 
takvu da se korisnost  pridružena datom putu 
prikazuje sumom   

 Navedena suma (2) se zove funkcija cilja, i ona 
predstavlja sumu korisnosti (vrijednosti) dobi-
jenih u svakoj tački vremena.

Navedena suma (2) se zove funkcija  
cilja, i ona predstavlja sumu korisnosti  (vri-
jednosti) dobijenih u svakoj tački vremena.  
Funkcija cilja ponekad ima oblik   

pridružena krajnjem periodu. Vidimo da je  
ovaj oblik specijalan slučaj oblika (2) u  

kojem je  
 f(T, xT, uT ) = S(xT). Vrijednost S se 

često zove krajnja vrijednost funkcije f(t, x,u).   
  Pretpostavimo da smo izabrali vrijednosti za 
u0, u1, ..., uT-1, uT, iz skupa U.  Početno stanje x0 
je dato i, kako je  prethodno objašnjeno, relacija 
(1) daje x1, x2, ..., xT. Označimo odgo-varajuće 
paroveN (x1, x2, ..., xT), (u0, u1, ..., uT) sa  
Ove parove zovemo dopustivim nizom parova. 
Za svaki takav niz parova funkcija cilja ima 
određenu vrijednost. Proučavat ćemo sljedeći 
problem:  treba naći jedan par 
za koji će vrijednost funkcije cilja biti što je 
moguće veća. 

Takav nađeni dopustivi par nizova 
zovemo optimalan par, a odgovarajući niz 
kontrola         zovemo optimalnom kontrolom. 
Ukratko formulisano, problem je sljedeći:

Naći

Primjer 1.  

Neka sa xt označimo bogatstvo neke  
individue u vremenu t. U svakoj tački vremena 
t, individua treba da odluči da  konzumira neki 
proporcionalni dio ut od xt,  ostavljajući propor-
cionalni dio 1–ut za  štednju. Pretpostavimo da 
bogatstvo donosi neki prihod sa kamatnom sto-
pom 	
Poslije uzimanja utxt za potrošnju, zaliha 
bogatstva je (1 – ut)xt. Uzimajući u obzir ka-
matnu stopu, ovaj dio će narasti na iznos  
xt+1 = ρ(1–ut)xt na početku perioda t + 1.  Neka 
je x0 pozitivna konstanta, i neka t uzima vri-
jednosti t = 0, …, T-1.  
Pretpostavimo da je U(t, ct) korisnostod  
potrošnje ct = utxt , gdje je U(t, c) rastuća i  
konkavna funkcija po c.Tada je ukupna koris-
nost svih perioda t = 0, …, T ,                   
 Prema tome, individua se suočava sa sljedećim 
problemom :

Naći

gdje je 
Primijetimo da je ovo standardni dinamički op-
timizacioni problem o kojem smo govorili ra-
nije.

, gdje je S vrijednost
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Primjer 4

Jednu fabriku treba izgraditi na jednom 
od dvaju ostrva  . Fabrika zahtijeva da se resurs 
kojeg ona koristi prevozi autom od nalazišta 
resursa R do jedne od dvaju stanica S1 i S2. 
Dalje se resurs mora prevoziti vozom do jedne 
od luka H1, odnosno H2 i na kraju brodom do 
izabranog ostrva. Troškovi transporta po jedini-
ci resursa navedeni su sa brojem u unutrašnjosti 
kružnice posmatrane slike 2. Gdje bi se trebala 
fabrika izgraditi da bi minimizirali troškove 
transporta resursa?

  Rješenje

Sl. 2
Prikažimo problem šemom na slici 3.

Sl. 3

U vremenskoj tački 1, vrijednost x1 
znači da se nalazimo na jednoj od dvije stan-
ice. U vremenskoj tački 2, vrijednost x2 znači 
da se nalazimo u jednoj od dvije luke, dok u 
vremenskoj tački 3, x3 znači da se nalazimo 
na jednom od dva ostrva. x0 je dato kao 1 sa 
vremenskom tačkom t = 0, koja pokazuje da 
mi polazimo od datog resursa.

Što se tiče kontrola, pretpostavimo 
također da imaju dvije vrijednosti. Kad smo 
kod resursa, vrijednost kontrole 1 dovodi nas 
do stanice br. 1, a vrijednost kontrole 2 dovodi 
nas do stanice br. 2. Ako smo na stanici br. 1 ili 
u luci br. 1, vrijednost 1 za kontrolu znači da 
idemo do luke ili ostrva br. 1, dok vrijednost 2 
za kontrolu znači da idemo do luke ili ostrva 
br. 2. Ako smo u stanici ili luci br. 2, obe kon-
trole 1 i 2 dovode nas do luke ili ostrva br. 2.

Vidjet ćemo sada da je stanje vezano sa 
kontrolom diferentnom jednačinom:

Navedenu funkciju g možemo opisati 
tabelom

koja se čita na sljedeći način: Neka je t = 1. 
(Tada smo u jednoj od stanica.) Ako je x1 = 1 i 
u1 = 1, tada nalazimo da je 
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predstavlja minimalne troškove koji u ovom 
slučaju iznose 7.

Prema tome zaključujemo da je najbolje 
rješenje problema da se izvrši prevoz resursa do 
stanice 1, dalje do luke br. 1 i dalje do ostrva br. 
2. Znači, fabriku treba izgraditi na ostrvu br. 2 
Ukupni troškovi u tom slučaju, kako smo na-
veli, će biti 7. 

Zaključak

U radu se testira fundamentalna teorema 
za rješavanje dinamičkih optimizacionih prob-
lema koji se opisuju sa diskretnim varijablama. 
Posebno, teorema se testira na jednom trans-
portnom problemu. 
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