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Rezime

Ovaj rad razmatra iznalazenje optimi-
zacije ekonomskih problema kod kojih je neza-
visna varijabla diskretna. Neki takvi problemi
mogu se reducirati na probleme maksimuma ili
minimuma funkcija od n-varijabli definisane
na skupu S u Rn, pri ¢emu su se za njihovo
rjeSavanje upotrebljavale klasi¢ne metode ka-
lkulusa. Cilj rada je da se za dinamicko opti-
mizacione probleme sa diskretnim varijablama,
koji ¢e se razmatrati u ovom radu, navede opc¢i
metod rjeSavanja kada upotreba klasi¢nih meto-
da kalkulusa nije primjenljiva.

Kljucne rijeci: dinamicki modeli, opti-
mizacija, kontrole otvorene i zatvorene petlje,
kompaktan skup.

Abstract

This paper discusses finding the opti-
mization of economic problems for which the
independent variable is discrete. Some such
problems can be reduced to the problems of
maximum or minimum functions of n-variables
defined on the set of S in Rn, where for solving
them are used the classical calculus methods.
The aim of work is to state the general method
of solving for dynamic optimization problems
with discrete variables, which will be consid-
ered in this paper, when using classical calculus
methods is not applicable.

Key words: dynamic models, optimiza-
tion, open-loop and closed-loop controls, com-
pact set.

Uvod

U ovom radu proucavat ¢e se dinamicko
optimizacioni problemi sa diskretnim vre-
menom kao nezavisno promjenljivom, $to znaci
da se vrijeme mjeri brojem cijelih perioda (re-
cimo nedjeljama, kvartalima ili godinama) koji
polaze od vremena 0. Na taj nacin govorimo o
diskretnom vremenu. U ovom slucaju prirodno
je da se proucavaju dinamicki sistemi ¢ija se

evolucija opisuje diferentnim jednacinama.

Ako je horizont posmatranja problema
konacan, tada se takvi problemi mogu rijesiti,
u principu, upotrebom klasi¢nih metoda kalku-
lusa. Medutim, 1 u opstijim slucajevima postoje
metode kojima se optimizacioni problemi sa
diskretnim vremenom kao nezavisnom prom-
jenljivom rjesavaju.

Neka se neki sistem posmatra u vre-
menima t=0, 1,...,T. Pretpostavimo da je stanje
sistema u vremenu t oznaceno realnim brojem
xt. Npr., Xt moZe oznacavati koli¢inu zita na za-
lihama u vremenu t. Pretpostavimo da je dato
pocetno stanje x0, i da se od tada sistem raz-
vija vremenom pod utjecajem niza kontrola ut
, koje se mogu birati slobodno iz nekog datog
skupa U, kojeg zovemo oblast kontrole. Npr.,
ut moze oznacavati mali dio zita koji je uklon-
jen iz zaliha xt za vrijeme perioda t. PonaSanje
sistema zavisi od kontrola ut i prethodnog stan-
ja sistema. U mnogim slucajevima se evolucija
sistema opisuje diferentnom jednacinom

Xt+1 = g(t’ X4, Ut), gd.]e je X0 datO, Ut €
U
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gdje je g data funkcija. Na taj nacin
pretpostavljamo da stanje sistema u vremenu
t+1 eksplicitno zavisi od vremena t, od stan-
Jax u prethodnom periodu tiod vrijednosti
u, odabrane kontrole u vremenu t. Takve
kontrole u, koje zavise samo od vremena,
cesto se zovu kontrole otvorene petlje.
Pretpostavimo da smo izabrali vri-
jednosti za u, u, ..., u . Tada iz relacije (1)
dobijamo x, = g(0,x,, u). PoSto je x, sada
poznato, to su poznati x, = g(I, x,, u), X,=
g(2,x,,u,), itd. Na ovaj nacm relacua (1) moze
nam posluziti da izraunamo, sukcesivno ili
rekurzivno, vrijednosti ili stanja x, x,, ..., X, u
zavisnosti od poCetnog stanja, X i vrijednosti,
u,, ..., u  odabranih kontrola. Svakom izboru
(uyu, ..., u. ) odgovara niz (X, X,, ... , X,),
npr. put 1 na slici 1. Drugi izbor od (uj, u,, ...
u_, ) daje drugi put, kao put 2 na istoj slici.

FUT2
L

SL 1
Razliciti putevi ¢e obic¢no imati razli¢itu
korisnost ili vrijednost. Pretpostavimo da
imamo funkciju f(t, x, u) od tri promjenljive
takvu da se korisnost pridruzena datom putu
prikazuje sumom

D Sx,u) ().

Navedena suma (2) se zove funkcija cilja, 1 ona
predstavlja sumu korisnosti (vrijednosti) dobi-
jenih u svakoj tacki vremena.

Navedena suma (2) se zove funkcija
cilja, 1 ona predstavlja sumu korisnosti (vri-

jednosti) dobijenih u svakoj tacki vremena.
Funkcija cilja ponekad ima oblik

Tzf‘if(t,x”ul )+ S(x,), gdje je S vrijednost

pridruzena krajnjem periodu. Vidimo da je
ovaj oblik specijalan slucaj oblika (2) u
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kojem je
f(T, x;, u; ) = S(x,). Vrijednost S se

cesto zove kraJnJa Vl‘ljeanSt funkcije f(t, x,u).

Pretpostavimo da smo izabrali vrijednosti za
u,u, .., u.,u,iz skupa U. Pocetno stanje x
jedatoi, kako je prethodno objasnjeno, relacija
(1) daje x, x,, ..., X,. Oznacimo odgo-varajuce
paroveN (x o X))y (U, Uy s u) S8 ().
Ove parove zovemo dopustivim nizom parova.
Za svaki takav niz parova funkcija cilja ima
odredenu vrijednost. Proucavat ¢emo sljedeci
problem:({x }{ }). treba naéi jedan par (}{i}
za koji ¢e vrijednost funkcije cilja biti §to je
moguce veca.

Takav nadeni dopustivi par nizova
zovemo optimalan par, a odgovarajuéi niz
kontrola{s,}", zovemo optimalnom kontrolom.
Ukratko formulisano, problem je sljedecéi:

Naci

maxif(t,xl,u,)poduslovomda jex,  =gkx.u), x jedato, u el
3)

Primjer 1.

Neka sa x, ozna¢imo bogatstvo neke
individue u vremenu t. U svakoj tacki vremena
t, individua treba da odluc¢i da konzumira neki
proporcionalni dio u, od x,, ostavljajuci propor-
cionalni dio 1-u za Stednju. Pretpostavimo da
bogatstvo donosi neki prihod sa kamatnom sto-
pom p-1>0
Poslije uzimanja ux, za potroSnju, zaliha
bogatstva je (1 — u)x,. Uzimajuci u obzir ka-
matnu stopu, ovaj dio ¢e narasti na iznos

= p(1-u )x, na poCetku periodat+ 1. Neka
Je X, pozitivna konstanta, i neka t uzima vri-
_]eanStl t=0,...,T-1.
Pretpostavimo da je U(t, ¢) korisnostod
potroSnje ¢ =ux, , gdje je U(t, ¢) rastuca i
konkavna funkcija po c.Tada je ukupna koris-

nost svih periodat=0, ..., T, ZU(t u,,x,)
Prema tome, individua se suogava sa sljede¢im
problemom :

Naci

maXZU t.u,,x,) poduslovomda jex,, =p(l-u)x, t=0,.,T-1

adijeje X0 datoiu; € [O,l] zat=0,..T.

Primijetimo da je ovo standardni dinamicki op-
timizacioni problem o kojem smo govorili ra-
nije.
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Primjer 1.

Neka sa x  ozna¢imo bogatstvo neke
individue u vremenu t. U svakoj tacki
vremena t, individua treba da odluci da
konzumira neki proporcionalni dio u | od x;,
ostavljaju¢i proporcionalnidiol —u; za
Stednju. Pretpostavimo da bogatstvo donosi
neki prihod sa kamatnom stopom p —-1>0.
Poslije uzimanjau X, za potroSnju, zaliha
bogatstva je (1 — ut)x¢. Uzimajuci u obzir
kamatnu stopu, ovaj dio ¢e narasti na iznos
X1 = P (1—ux; na pocetku perioda t + 1.
pozitivna konstanta, i neka t
uzima vrijednosti t=0,...,T-1.
Pretpostavimo da je U(t,c ) korisnost od
potrosnje ¢, = ucX, , gdje je U(t, ¢) rastuca i
konkavna funkcija po c.Tad  a je ukupna
korisnost svih periodat = 0, ... , T,

Neka je x

T
ZU (t,u,,x,). Prema tome, individua se
t=0

suocava sa sljede¢im problemom :

Nacéi

gdje je xo datoiu, € [0,1] zat=0, ...,
T. Primijetimo da je ovo standardni dinami-
¢ki optimizacioni problem o kojem
smo govorili ranije.

1. (Optimalna) vrijednost funkcije
1 njene osobine

Navest ¢emo metod koji se moze
koristiti 1 u op¢im slucajevima.

Pretpostavimo da je u vremenu t=s
stanje sistema x neki dati realan bro;.
Najbolje sto mozemo da uradimo u ostatku
perioda je da izaberemo us, U s+1, ..., ur (i
prema tome takoder i X g1, ..., Xr) koji
maksimiziraju sumu

T

Zf(t,x,,u,) gdje je x, = x. DefiniSimo
(optimalnu) vrijednost funkcije za problem u
vremenu s

.....
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Navest ¢emo metod koji se moze
koristiti 1 u opéim slucajevima.

Pretpostavimo da je u vremenu t=s
stanje sistema x neki dati realan bro;.
Najbolje sto mozemo da uradimo u ostatku
perioda je da izaberemo us, U s+1, ..., ut (i

prema tome takoder i X g1, ..., Xr) koji
maksimiziraju sumu

T
Zf(t,xt,ut) gdje je x, = x. Defini§imo
t=s
(optimalnu) vrijednost funkcije za problem u
vremenu s
J(x)= max

Ug,nllp €

T
UZf(t, XU,
t=s

4

gdje je Xs= X1 X = g(t, X, Ug ) za t >

s, u, eU
(5)

Naravno, pretpostavljamo da
maksimum u (4) postoji. To ¢e sigurno
vrijediti ako su funkcije f'1 g neprekidne, a
skup U kompaktan, §to je naj¢ece slucaj u
primjenama ove teorije.

Kontrole u_,...,u; koje
maksimiziraju vrijednost u (4 ) pod u slovom
(5) ¢e zavisiti od stanja x = x,, gdjejex s
stanje sistema u vremenu s. Ovakve kontrole
koje zavise od stanja sistema u prethodnom
vremenu nazivaju se kontrole zatvorene
petlje, odnosno povratne kontrole . (Sjetimo
se da smo ,u slucaju otvorene petlje kontrole,
Ugp, U, ..., ur odabrali unaprijed, dakle
nezavisno od stanja u vremenu s= 0,1, ..., T)

Pretpostavimo da smo naSli kontrolu
u.(x) za svakos=0, 1,...,T. Tadasmo
stvarno nasli rjeSenje pocetnog problema (3).
Stvarno, posto je x, stanje u vremenu t =0,
najbolji izbor od uy je uy(x,). Poslije
nalazenja u,(x,) pomocu diferentne jednadin
e (1), odredujemo odgovarajuce x
kao x = g(0,x,,u,(x)). Tadaje u;(x,)
najbolji izbor od u; i ovaj izbor odreduje x,
koriste¢i (1). Tada ponovo, u,(x,) je najbolji
izbor od uy, itd.

Dokaza¢emo vaznu osobinu
vrijednosti funkcije.
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Pogledajmo  najprije  J, (x,)koji

odgovara posljednjoj vrijednosti T vremena
t. Tada suma (4) ima samo jedan ¢lan
f(T,x;,u;) tj. imamo da je

def
Jr(x) = magff(T,xT ,up).Jasno je dau,
koji maksimizira izraz f(T,x,,u, ) zavisi od
x;. Ako ga ozna¢imo sa u,, onda je
uy =uy(x;). Pogledajmo sada pretposljedniji
Jr(x;). Tada suma (4) ima dva ¢lana i
izgleda ovako
ST -Lx, ,u, )+ f(T,x,,u,) Odavde 1
iz x, =g(T-1,x,_,,u, ;) imamo da ova
suma, ustvari, ima oblik
f(T - L xT,la I/IT71 ) + f(Ta g(T - laxr,l auT,1 )auT)'

Za J, (x,)imamo
Jry 0) = ma)i/[f(T =1y )+ F(Tg(T =y ,) ay)

Ur-1,ur€

]

Posto prvi ¢lan u uglatoj zagradi ne

zavisi od ur, mozemo pisati
Jryy)= . VH}?XQUI—J'(T —Lxppur )+ f(T,8(T -1, xr—l»”r—])a”r)]=

= Mmax Smelz([f(T_ Ly up)+ f(T.gT -1, xf—]’”l'fl)!ul')]::nag‘ ST =Lxpup
+£n§le(T,g(T— LX) u;)=umagl<,[f(T- Lttty ) +J7 (T = Lty )]

Tako smo dobili
J; T—l()g'—l)zlggjg(T =L )+ (8T —I,XH,MH)]
Ako sada uzmemo zat=T - 21
ponovimo sli¢na razmisljanja, koristeci
posljednju jednakost dobijamo

Jra(e )= urnl%[’}[f(T 2% 55+ (8T =2 %y, “pz)]

Nastavljajuci ovako korak po korak
dobijamo dazasves=0, 1, ..., T, vrijedi

J(x) = max [ (s,x,) +J . (5.3

1 Jy(x)= m%xf(T,x,u).

Prema tome dokazali smo sljede¢u
teoremu:

Teorema 1 (Osnovne jednacine
dinamickog programiranja)

Neka je J (x) vrijednost funkcije (4)

za problem:
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Naci

T
ma) f(ty4) podislovom daje x,,=gtxu), 1eU
=0
(6)
sa datim x . Tada J (x) zadovoljava
jednacine
J(x)= max[f(s,x,u) +J§+l(g(s,x,u))] s=0[..,T-1

0
J,(x) = max f (T, x,u)

uel

®)

Primjedba 1

Kako se vidi , oznake wuteoremi 1
smo pojednostavili: umjesto X1.,, Ut pisano
je x, odnosno u, a umjesto T-2 pisano je s.

Primjedba 2

Teorema 1 se koristi kao rekurentna
formula za izraCunavanje svih J (x), a to je,
kao $to je ranije re ¢eno, dovoljno da bi se
dobilo rjesenje naseg problema.

Primijetimo da se, po ovoj teoremi,
pri svakom koraku max trazi po jednoj
varijabli.

Primjedba 3

Navedena teorema vrijedi kada se
,max“ zamjeni sa ,,min“ u (7) i (8), posto je
trazenje maksimuma funkcije f ekvivalentno
trazenju minimuma funkcije —f.

Primjedba 4
Neka y,(x,) oznacava svih mogucih

vrijednosti stanja x ; koja su generisana sa
diferentnom jednac¢inom (1), ako polazimo
sa stanjem X i tada idemo kroz sve moguce
vrijednsti uo, ..., u 1. Naravno potrebno je
da J,bude samo definisano na y,(x,) .

Prema tome, kako je re¢eno u primjedbi 2,
teorema 1 je osnovni alat za rjeSavanje
dinamickih optimizacionih problema. Ona
se upotrebljava kako slijedi: Prvo nademo
funkciju J,(x) pomocu (8). Maksimalna
vrijednost od u zavisi (obi¢no) od x, i nju
smo oznaéili u, (x). Sljede¢i korak j@iﬁ
pomocu (7) odredimo J,_,(x) i
odgovarajuéu vrijednost u,_, (x). Vraéajuéi
se nazad u oblik (7) odredi¢emo sve
vrijednosti funkeija  J,(x),...,J;(x) kaoi
maksimalne vrijednosti u;(x),,..,u; (x). Kao
§to je gore objasnjeno, tako ¢emo
konstruisati rjeSenje polaznog optimizacionog
problema.
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se nazad u oblik (7) odredi¢emo sve
vrijednosti funkcija  J,(x),...,J,(x) kaoi

maksimalne vrijednosti w4 (x)....,u, (x). Kao
Sto je gore objasnjeno, tako ¢emo

konstruisati rjeSenje polaznog optimizacionog
problema.

Primjer 2
Upotrebom teoreme 1 rijesiti sljedeci
problem

3
Naci maxz (1+x, —u’), pod
t=0
uslovom da je
X,=x+u,, t=012, x,=0, u, €R
RjeSenje
Ovdjeje T=3, ftx,u)=1+x—u’,
g(t,x,u) =x+u. Razmotrimo najprije
relaciju (8) pa uoc¢imo da je J;(x)
maksimalna vrijednostod 1+x — * za
u € (—o,0). Ocigledno da se maksimalna
vrijednost postize za u = 0. Saglasno sa
navedenom notacijom, imamo da je
Jix)=1+x,za uy(x) =0
Za s = 2, funkcija u relaciji (7) €iji
maksimum treba traziti, ima oblik
() =1+x—u +J5(x+u)=1+x—u" + (x+u) =2+ 2x +u —u’.

Lahko se vidi da je funkcija h,(u)
konkavnapo u (jerje h(u)=-2<0)ida
je h(u)=1-2u=0 za u=1/2, $to znaci
da smo nasli optimalnu vrijednost za u .

Maksimalna vrijednost funkcije ha(u) je
h,(1/2)=2+2x+1/2-1/4=9/4+2x.

Otuda je
J,(x)=9/4+2x, za u,(x)=1/2

Za s =1, funkcija u relaciji (6) ¢iji
maksimum treba traziti, ima oblik
B =14x—1 +J,(c+u) =1+x—1f +9/4+2(x+u) =13 4+3x+ 211"
Posto je h; konkavna i 4/(u) =2 —2u =0
za u =1, maksimalna
vrijednost funkcije h(u) je hy(1)=13/4 + 3x
+2-1=17/4+3x,paje
J(x)=17/4+3x, za u(x)=1.
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Na kraju, za s = 0 treba traziti
maksimum funkcije
ho(x) =1+x—u" +J,(x +u)=1+x—
uw +17/4+3(x+u) = 21/4 +dx+3u—u’.
Funkcija h, je konkavna i
hy(u)=3-2u=0za u=3/2,paje
maksimalna vrijednost funkcije hy(u)
jednaka
hy(3/2) =21/4+4x+9/2-9/4=15/2 + 4x.
Tako je
Jy(x)=15/2+4x, za uy(x)=3/2

Kako se vidi,u ovom slucaju
optimalni izbori kontrola su konstante koje
ne zavise od stanja. Odgovarajuce optimalne
vrijednosti stanja varijabli su x 1 =Xo +uo =
3/2, X, =X tu; =5/2,x3=X, tu, =52+ %
=3.Zao ve vrijednosti stanja i kontrola,
maksimalna vrijednost funkcije cilja je 7.5.

Navedimo drugo alternativno
rjeSenje.

U jednostavnijem slu¢aju kao §to je
ovaj, dinamicki optimizacioni problem moze
se rijesiti sasvim lahko upotrebom
uobicajnih metoda kalkulusa. Stavljajuci za t
= 0,1 1 2 u diferentnu jednacinu x «; = X; + U,
, dobivamo

X1= X T Up= Up, X2 = X T U =Up T
,1 X3 =X tuy=uptu;+up. Upotrebom ovog
rezultata funkcija cilja postaje funkcija od u
, U, Uy 1us:

T= (1) # (1, =0+ (b =00 )+ (L 4 =0) = 4 3 =+ -1

2 2
) TUs

Problem s e sastoji u tome da treba
maksimizirati funkciju / u odnosu na
kontrolne varijable uo, ui, uz i uz. Vidimo da
je funkcija 7 suma konkavnih funkcija, pa
je kao takva takoder konkavna. Otuda ¢e
stacionarna tacka ma ksimizirati funkciju/ .
Prve parcijalne derivacije funkcije / su
6—1 =3-2u,, ﬂ =2-2u, a—[:1—2u2, 6_] =-u
ou, Ou, Ou, ou

+u2—u

3
3

Izjednjacavajuci parcijalne derivacije
sa nulom dobivamo jednu jedinu stacionarnu
taCku

(ug, 1y 1y, uy) = (3/2,1,1/2,0) koja je
rjeSenje problema, koje je isto kao §to smo
dobili upotrebom teoreme 1.
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U principu, svi kona¢no
dimenzionalni dinamicki problemi mogu se
rijesiti upotrebom obi¢nog kalkulusa, ali
metod postaje neprimjenljiv ako je horizont
T velik.

Posmatrat ¢emo sljedeéi primjer u
kojem je konacno vrijeme proizvoljan dati
prirodan broj i optimalne kontrole zavise od
stanja sistema.

Primjer 3

Neka x; oznacava vrijednost imovine
investitora u periodu t, a u, potrosnju u toku
perioda t. Pretpostavimo da je imovina u
periodu t + 1 proporcionalna Stednji x; — u;u
periodu t, sa faktorom proporcionalnosti koji
zavisi od t, tj.

X1 = (X — Uy), & su dati pozitiv ni
brojevi.

Pretpostavimo da je pocetna
imovina, X o, pozitivna. Pretpostavimo da je
korist pridruzena potro$nji nanivou u za
vrijeme jednog perioda jednaka u'™" , dok je
korist od imovine na kraju perioda T jednaka

Ax;”" .Ovdje je A pozitivna konstanta i y € (0,)).

Investitor Zeli da maksimizira diskontnu
vrijednost sume korisnosti od potrosnje I kra-
jnje imovine.

DefiniSimo  =1/(1+r),gdje je r diskontna
stopa. Pretpostavimo da nije dopusteno
posudivanje, tj. neka je 0 <u; <x; . Problem
investitora je :

T-1

Naci max{ Blu™ +[3Ax}y}, pod

t=0

uslovom da je x,

)

=a,(x,—u,), u <(0,x)

Rjesenje

Ovdje oblast kontrole zavisi od (t,x),
pa je U(t,x) = (0,x). Teoremu 1 mozemo
primjeniti na ovaj problem. Vidimo da je
funkcija korisnosti f(z,x,u)=B'u'" z
t=0,,.,T—1, dok je f(T,xu)= B Ax

PoSto ova funkcija ne zavisi od promjenljive
u , iz relacije (8) imamo
J,(x) = max B Ax"”

ue(0,x)

=B7Ax"

(10)
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gdje je bilo koje u, u (0,x)
optimalno. Medutim, iz j ednaéine (7) imamo

J.(x)= max T+ J,,(a,(x—u))

ue(0,x

“u'
(11).
Specijalno, iz r elacije (10) dobivamo
Jy(ay 1<x—u)) = BT Ad)"\(x—u)™", paje
Jr o (x)= BT max [ + A (r-u) ]

ue(0,x)

(12).

Stavimo da je g(u)=u'" +pda;(x-u)"”
za u iz (0,Xx).
Izra¢unavanjem g'(u)i rjeSavajuci jednacinu

g'(u) =0 po u dobivamo da je

X o
Up, =U = m , gdje je
C)l =1+ (BAa; )" (13).
PostOJe ye(01) i PAa’ >0,

funkcija g je konkavna nad intervalom (0,x).
Prema tome, vrijednost za u dato relacijom
(13) maksimizira funkciju g(u). Njena
maksimalna vrijednost iznosi

-y
X 1~ (Y 1)/v X
g[ l/yJ Cr +BAaT | X~ =iy
Cr, T-1
1 1/y 1-y
. (vfl)/v l -y 1y Y (CTfl _1)
=x G (G =) C-n
-1
— 1Y
=x 'C, |

Odavde i na osnovu relacije (12),
imamo
Jra(x)=B"Cx (14).
Uoc¢imo da J, (x) ima isti oblik
J,(x).  Nastavljajuci dalje sa
supstitucijom za s = T-2 u (11) dobivamo:

T-2 1—y 1- 1-
Jr,(x)= E}(}ai‘)[’ "+ BCar H(x —u) Y]

Uporedujuéi ovo sa relacijom (12) ,
vidimo da se maksimalna vrijednost postize
za

kao

X
U, , =U =—— T
-2 C;/_YZ > gdje je
Gl =1+ (BCruar )
idaje J, ,(x) =B 'C,x"”"
Ponavljajudi isti postupak vracajuéi se
nazad, dobit ¢emo da je za svako t
J(x)=B'Cx'7" (15)
=A,dok je C, zat
< T odredeno rekurzivno po

Iz (10) imamo da je C,
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sljedecoj linearnoj diferentnoj
jednacini prvog redapo C /" :

Ctl/“/ =1+ @Cﬁlatky )/Y =1+ (Batliy )1 i C'tl-:]y
(16).
Optimalna kontrola je

W(x)=——, t<T (17).

Cl/y

t
Sukcesivnim ubacivanjem u,,u, ... u
diferentnu jednacinu (9) za x, nalazimo
optimalan put, a time i maksimalnu
vrijednost funkcije cilja.
Pretpostavimo da je g, = a za sve t.

Tada se diferentna jednacina prvog reda (16)
reducira na

Cl/y

t+1

1 1
-—C'"" =——, gdjeje
® )

© = Bl/yal/y—l (18).

Ovo je linearna diferentna jednacina
prvog reda sa konstantnim koeficijentima.
Uzimajuéi da je C, = A4, 1rjeSavajuci
jedacinu po C''", dobijamo da je

T-1

l-®

C'"=A""0""+ ,t=T,T-

l-o
1, ..., 0.
Upotrebom teoreme 1 rijeSimo jedan
transportni problem.

Primjer 4

Jednu fabriku treba izgraditi na jednom
od dvaju ostrva . Fabrika zahtijeva da se resurs
kojeg ona koristi prevozi autom od nalaziSta
resursa R do jedne od dvaju stanica S1 i S2.
Dalje se resurs mora prevoziti vozom do jedne
od luka H1, odnosno H2 i na kraju brodom do
izabranog ostrva. Troskovi transporta po jedini-
ci resursa navedeni su sa brojem u unutrasnjosti
kruznice posmatrane slike 2. Gdje bi se trebala
fabrika izgraditi da bi minimizirali troSkove
transporta resursa?

Rjesenje

UNIVERZITETSKA HRONIKA (4)- 2010

SIL 2

R 5 H (]
l o 0 o} B
3 2 3
1
"!.iigll.i‘.
2
5 SI 3

U vremenskoj tacki 1, vrijednost x1
znaci da se nalazimo na jednoj od dvije stan-
ice. U vremenskoj tacki 2, vrijednost x2 znaci
da se nalazimo u jednoj od dvije luke, dok u
vremenskoj tacki 3, x3 znaci da se nalazimo
na jednom od dva ostrva. x0 je dato kao 1 sa
vremenskom tackom t = 0, koja pokazuje da
mi polazimo od datog resursa.

Sto se tige kontrola, pretpostavimo
takoder da imaju dvije vrijednosti. Kad smo
kod resursa, vrijednost kontrole 1 dovodi nas
do stanice br. 1, a vrijednost kontrole 2 dovodi
nas do stanice br. 2. Ako smo na stanici br. 1 ili
u luci br. 1, vrijednost 1 za kontrolu znaci da
idemo do luke ili ostrva br. 1, dok vrijednost 2
za kontrolu znaci da idemo do luke ili ostrva
br. 2. Ako smo u stanici ili luci br. 2, obe kon-
trole 1 12 dovode nas do luke ili ostrva br. 2.

Vidjet ¢emo sada da je stanje vezano sa
kontrolom diferentnom jedna¢inom:

X1 = g(t’xt’ut) :

Navedenu funkciju g mozemo opisati

tabelom
w=1 u=2

z=1 ( 1 2 )
T=12 2 2
koja se Cita na sljedeci nacin: Neka je t = 1.

(Tada smo u jednoj od stanica.) Ako je x1 =11
ul = 1, tada nalazimo da je

36
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vrijednost od g(1,x 1,u1) =g(1,1,1) =
1 u mjestu (1,1) u tabeli. Ovo znaci kada
smo u stanici br. 1 1 upotrebljavamo
kontrolu u; = 1, tada dolazimo do luke br. 1.
Na odgovarajuci nacin je g(1,1,2)= 2,
g(1,2,1)=21g(1,2,2) =2.

Pretpostavimo da je t = 2. Sa iste
tabele imamo da je g(2,1,1)= 1, g(2,1,2) =
2,8(2,2,1)=21g(2,2,2) =2.

Zat = 0 samo je prva linija u tabeli
aktuelna, 1 g(0,1,1) = 1, g(0,1,2) = 2.

Na osnovu podataka u zadatku
nalazimo da su vrijednosti funkcije troskova
f(t, x, u,) dati sa
fOL)=3, £(01,2)=2
LN =2 fA1,2)=4, f(121)=f(1,2,2)=2

f2Lh=3 f212)=2, f(22)=1222)=4

Sada se problem moze formulisati na
sljede¢i nacin:
Naci

2
minY’ f(t,x,u) kada je x., =g(t,x,u), t=0L2 gdje jeu, €{,2}ix, =1.
R}

Problem mozemo rijesiti na sljedeci
nacin: MoZemo uzeti sve moguce vrijednosti
odug,u; iu, (imaih ukupno 8) , panaci
odgovarajuce vrijednosti za X |, X, 1 X3 1 tada

2
izraCunamo sumu z JS(t,x,,u,). Npr. neka
t=0
je up=1u; =u, = 1, tada nalazimo da je x | =
X, =1 pau ovom sluc¢aju suma iznosi
f(0,x0,u0) + f(1,x 1,u1) + f(2,X 2,w2) =
f(0,1,1) + f(1,1,1) + f(2,1,1) =3+ 2+ 3 =8.
Izbor od u koji daje najmanj u sumu
rjeSava problem.
Uzimajuc¢i sve moguce vrijednosti za
Up, Uy, 11U, , doci ¢emo do vrijednosti za X | 1
X,, a time do najmanje sume, S§to je rjeSenje
problema. Za vece probleme ova metoda ¢e
voditi do nemogucih izraCunavanja, pajeu
takvim sluc¢ajevima neprakti¢na.
Pogledajmo kako se ovaj problem
moze rijesiti upotrebom teoreme 1.
Najprije treba naci

: | f@2LD)=3
S0 = min S @.Lu,) = ufrelir,‘z}{ f(212)=2
= min{3,2}=2
. Odavde zaklju¢ujemo da je u,(1) = 2. Na
gotovo isti nacin nalazimo da je J,(2) =4,
gdje je u, (2) =1ili 2
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Upotrebom relacije (6) dobivamo dalje da je

L= min {f (L) + Ty (g(LLu)) b=

min{f (LD +J,(g(LLD). f(1L12) + /(g (1L12) }

=minQ +J,(1)4+J,2) }=min + 2,4+ 4}=4
gdje je u, (1) = 1 optim. vrijednost

Dalje nalazimo da je

J.(2) = min{f (1,21)+J,(g(1,2.1)), (1,2,2) + J

,(8(12.2) f=min @ +/,(2).2+J,(2)}=
=minQ +42+4}=6 gdje jeu (2)=1ili 2.

Konac¢no dobivamo da je
Jo(1) = min{f (0,L1)+ J,(g(0.L1), £(0.1,2) +
Ji(g(1,22) }=minB+42+6}=7

gdje jeuy(1)=1.

Prema tome nasli smo vrijednosti za
kontrole:

uy() =1L u ()=1,u,(2) =1ili 2, u;(1) =2
i u(2)=1

Nadimo vrijednosti
koriste¢i jednacinu x,,, = g(¢,x,,u,).

ZaxX ,X, 1X 3

Zat=0,112 imamo x ;= g(0, X, ug)
=g0,1,1)=1,x=g(1, x;,uy) = g(1,1,1) =
lixs=g(2, x,w)=g2,2,1)=2.

Vrijednost odgovarajuce funkcije cilja tj. sume je:

3 fltox) = FO5010)+ L)+ Qo) =
LD + FOLD+ (21,2) =342

Zat=0,112 mozemo dobiti druge
vrijednosti za X, X, 1 X3

x; = g(0, X, up) =g(0, 1,2) =2,x,=
g(l,Xl, U.]) = g(1,1,2) =2 iX3 = g(2, X2, uz) =
2(2,2,2)=2.

Odgovarajuca vrijednost sume je:

Mr)=AQp U A2 UL RB 4= |

Posto se radi o problemu minimuma, to je
rjeSenje problema pretposljednja suma koja
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predstavlja minimalne troSkove koji u ovom
slu¢aju iznose 7.

Prema tome zaklju¢ujemo da je najbolje
rjeSenje problema da se izvr$i prevoz resursa do
stanice 1, dalje do luke br. 1 i dalje do ostrva br.
2. Znaci, fabriku treba izgraditi na ostrvu br. 2
Ukupni troskovi u tom slucaju, kako smo na-
veli, ¢e biti 7.

Zakljucak

U radu se testira fundamentalna teorema
za rjeSavanje dinamickih optimizacionih prob-
lema koji se opisuju sa diskretnim varijablama.
Posebno, teorema se testira na jednom trans-
portnom problemu.
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